
Chapitre 8TRIGONOMÉTRIE
I - Promenons-nous sur le erlea. Enroulons la droite des réelsPour aller se promener, il est peu pratique d'emmener la droite desréels telle quelle : elle prend trop de plae. C'est pourquoi nous allonsl'enrouler autour d'un erle, mais omment faire ?On onsidère un erle de rayon 1 et de entre le entre du repère³O;-!� ,-!| ´. On « olle » l'origine de la droite des réels sur le point Ide oordonnées (1 ; 0), et on enroule. En�n, on imagine, ar il va êtredif�ile de trouver le « bout » de la droite orrespondant à-1...Sansompter qu'il va nous falloir pas mal de temps avant d'avoir �ni del'enrouler, mais ei est un autre problème... O x
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Comme vous le savez bien, le périmètre du erle unité vaut 2£¼£ rayonÆ 2¼ puisque le rayon vaut 1.



2 TRIGONOMÉTRIEDon, le point d'absisse 2¼ de la droite des réels vient se « oller » sur 0, le point d'absisse 2¼Å1 de la droite des réels vient se« oller » sur 1 et plus généralement, tout point d'absisse x voit se oller sur lui xÅ2¼, x-2¼, xÅ2£2¼, xÅ3£2¼, . . .Nous pouvons de plus observer que nous allons ainsi assoier à haque élément de la droite des réels, don à haque nombreréel x, un unique point sur le erle.b. Cerle trigonométriqueDé�nition 1 : Cerle trigonométriqueDans un repère orthonormé ³O;-!� ,-!| ´, Le erle trigonométrique est le erle de entre O, de rayon 1, muni d'uneorientation. Le sens positif est le sens inverse des aiguilles d'une montre.
bO 11 +

. La galette des RoisSahant qu'un « tour » orrespond à 2¼, on peut failement savoir à quels points du erle trigonométrique orrespondent lesfrations de ¼
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¼32¼3
¡ 2¼3 ¡¼3

¼6¼25¼6
¡ 5¼6 ¡¼2 ¡¼6

¼4¼23¼4
¼ ¡ 3¼4 ¡¼2 ¡¼4Bien sûr, on pourrait plaer les points orrespondant à n'importe quel réel, mais 'est un peu moins pratique a .a. Essayez don de ouper une galette des Rois enp2 parts...Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - 2nde12, 2008-2009



I -. PROMENONS-NOUS SUR LE CERCLE 3d. Le radianSoit C le erle trigonométrique (de rayon 1).Soit�RST un angle géométrique ; on effetue la translation de veteur -!SO de et angle : on obtient l'angle �R 0OT 0, qui est demême mesure que�RST.Soient A etM les points d'intersetion respetifs des demi-droites [OR 0) et [OT 0) ave le erleC . On a alors�RST Æ�R 0OT 0 Æ�AOM
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Dé�nition 2 : RadianLa mesure en radians de l'angle géométrique�RST est égale à la longueur de l'ar�AMDemandez aux latinistes l'étymologie du mot radian...
Correspondane entre degrés et radiansIl y a proportionnalité entre la mesure des angles en degrés et mesure en radians ; il faut juste retenir que 180 degrés orres-pondent à ¼ radians et on retrouve alors failement que le oef�ient de proportionnalité vaut...

Mesure en degrés 180 30 45 60 90 360Mesure en radians ¼ ¼/6 ¼/4 ¼/3 ¼/2 2¼
Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - 2nde12, 2008-2009



4 TRIGONOMÉTRIEII - Sinus et osinusa. Dé�nitions
0 I
Jsin(x) os(x)

x Nous venons de voir qu'il est simple de repérer des points assoiés àdes sous-multiples de ¼, moins pour les autres.Pour y remédier, nous allons revenir à notre bon vieux système d'abs-isses et d'ordonnées.Pour les désigner, nous allons hoisir des petits noms qui sonnentbien, par exemple...sinus et osinus ! Ces noms vous disent-ilsquelque hose ? Pourtant au ollège, vous n'aviez pas du tout parléde radian, de droite des réels qui tourne autour d'un erle et autresompliations.On pourra utilement se reporter à l'exerie 1 page 9 pour avoir lesvraies dé�nitions des lignes trigonométriques d'un angle aigu.
Dé�nition 3 : Cosinus et sinusQuelque soit le réel x, on appelle osinus et sinus du réel x l'absisse et l'ordonnée du point du erle trigonométriqueassoié à x.On les note os(x) et sin(x).

x0 I
J

C
M

os(x) sin(x)1
Y aurait-il malgré tout un lien ? Mmmmm... regardons la �gure pré-édente de plus près...Pour des valeurs de x omprises entre 0 et ¼/2, on retrouve le soadu soatoa vu au ollège, don au moins il n'y a pas de ontraditionave e qui a été vu dans le passé.Nous avons même vu (f exerie 2 page 10) omment aluler géo-métriquement les lignes trigonométriques de quelques valeurs parti-ulières.Ce petit dessin nous permet en plus de véri�er ertaines propriétésimportantes. Par exemple :

Propriété 1 : Première formule de trigonométriePour tout réel x (osx)2Å (sinx)2 Æ 1
Remarque 1 : notationOn utilise souvent la notation os2 x au lieu de (osx)2 et de même pour le sinus.On peut enore remarquer queOn remarquera également que les réels x et xÅ2¼ sont assoiés au même point, don ont le même osinus et le même sinus.Retenez les valeurs partiulières suivantes Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - 2nde12, 2008-2009



II -. SINUS ET COSINUS 5Propriété 2 :Pour tout réel x, -16 osx 6 1 et -16 sinx 6 1Propriété 3 : PériodiitéPour tout réel x, os(xÅ2¼)Æ os(x) et sin(xÅ2¼)Æ sin(x)
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Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - 2nde12, 2008-2009
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II -. SINUS ET COSINUS 7b. Fontions sinus et osinusNous venons de voir qu'à haque réel x, nous pouvons assoier une unique valeur de osx et sinx. Nous allons don pouvoirdé�nir deux fontions osinus et sinusDé�nition 4 : Fontions osinus et sinusos : R ! [-1 ; 1℄x 7! osx sin : R ! [-1 ; 1℄x 7! sinx
. ParitéDé�nition 5 : Fontion paireDire qu'une fontion dé�nie sur un ensemble D est PAIRE signi�e que :Pour tout nombre x appartenant àD, f (-x)Æ f (x)Dans e as, la ourbe représentative de f dans un repère orthogonal est symétrique par rapport à l'axe des ordonnées

O x
y¡x x

f (¡x) f (x)
Dé�nition 6 : Fontion impaireDire qu'une fontion dé�nie sur un ensemble D est IMPAIRE signi�e que :Pour tout nombre x appartenant àD, f (-x)Æ- f (x)Dans e as, la ourbe représentative de f dans un repère orthogonal est symétrique par rapport à l'origineGuillaume Connan, Lyée Jean Perrin - 2nde12, 2008-2009



8 TRIGONOMÉTRIE
x

y¡x xf (¡x)
f (x) O

Nous avons vu à l'exerie 3 page 10 que la fontion osinus est paire et la fontion sinus impaire.d. PériodiitéVous avez bien sûr remarqué que os(xÅ2¼)Æ os(x) et sin(xÅ2¼)Æ sin(x) pour tout réel x.Cela se omprend à la fois sur le erle trigonométrique du fait de l'enroulement (f a. page 1) et sur la représentation gra-phique des fontions :
x

y
¼ 3¼¡3¼ ¡¼ 5¼¡!j ¡!i
2¼¡!i

2¼¡!i2¼¡!i
2¼¡!i

e. VariationsNous retiendrons les résultats suivants :x ¡¼ ¡¼/2 0 ¼/2 ¼Variations de os(x) ¡1 0 1 0 ¡1
O x
y

¡¼ ¼
¡1

1 ¼/2¡¼/2
Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - 2nde12, 2008-2009



III -. EXERCICES 9x ¡¼ ¡¼/2 0 ¼/2 ¼Variations de sin(x) 0 ¡1 0 1 0
x

y¡¼/2 ¼/2¡1
1 O¡¼ ¼

III - ExeriesL Exerie 1 Lignes trigonométriquesDans un repère orthonormé, on a traé un erle de rayon 1,l'origine O du repère, le point A de oordonéées (1;0), le point Bde oordonnées (0;1), un point M quelonque de erle et quelques points assoiés à M :

O A
B M

PQ T S(�)
�

On dé�nit quelques fontions de la variable ® :� la séante de l'angle ® : se(®)Æ OTOA ;� la tangente de l'angle ® : tan(®)Æ ATOA ;� le sinus de l'angle ® : sin(®)Æ PMOA ; Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - 2nde12, 2008-2009



10 TRIGONOMÉTRIE� on appelle oséante, otangente, osinus de l'angle ® et on note ose(®), otan(®) et os(®) respetivement la séante, latangente et le sinus du omplémentaire de l'angle ®.1. a) Que pouvez-vous dire à propos de la droite (¢) ?b) Construisez les symétriques des points M, P, A, O et S par rapport à (¢).) On note ¯ l'angle ³-!OA,--!OM 0 ´ : quel rapport existe entre ® et ¯ ?2. Montrez que se(®)Æ 1sin(®) .3. Montrez que tan(®)Æ sin(®)os(®) . 4. Montrez que otan(®)Æ 1tan(®) .5. Montrez que os(®)Æ 1se(®) .6. Exprimez simplement sin(®)£ se(®) et os(®)£ose(®).L Exerie 2 Valeurs partiulièresOn veut aluler les lignes trigonométriques de ¼/3. Pour ela, ononsidére le point M du erle trigonométrique orrespondant auréel ¼/3 et le point C tel que OC Æ os(¼/3).1. Quelle est la nature du triangle OMI ?2. Déduisez-en ®.3. Montrez alors que OMI est en fait un triangle équilatéral.4. Que représente le segment [C,M℄ pour le triangle OMI ?5. Déduisez-en os(¼/3) puis sin(¼/3).6. Imaginez maintenant un moyen de aluler les lignes trigonomé-triques de ¼/6 et de ¼/4. ¼/3 ®0 I
J

C
M

os¡¼/3¢ sin¡ ¼/ 3¢1
L Exerie 3 Parité des fontions sinus et osinusQue vous inspire e dessin :

0 I
Jsin(x)

¡sin(x)
os(x)

x
¡xL Exerie 4 Équation trigonométrique1. À l'aide du erle trigonométrique, résoudre sur l'intervalle [-¼;¼℄ l'équation(E) osx Æ p322. Résoudre l'équation (E) sur l'intervalle [0;2¼℄.Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - 2nde12, 2008-2009



III -. EXERCICES 11L Exerie 5 Équation trigonométrique1. À l'aide du erle trigonométrique, résoudre sur l'intervalle [-¼;¼℄ l'équation(E) sinx Æ-122. Résoudre l'équation (E) sur l'intervalle [0;2¼℄L Exerie 6 Déterminer une oordonnée manquante1. Soit x un nombre réel de l'intervalle [0;¼℄ tel que osx Æ 35Déterminer la valeur exate de sinx2. Même question, mais x est maintenant un nombre réel de l'intervalle [-¼;0℄.L Exerie 7 PériodiitéOn onsidère la fontion f dé�nie sur R par f (x)Æ os2x.1. Prouver que f est paire.2. Prouver que f est périodique, de période ¼.L Exerie 8 PériodiitéOn onsidère la fontion f dé�nie sur R par f (x)Æ sinx osx.1. Prouver que f est impaire.2. Prouver que f est périodique, de période ¼.L Exerie 9 Établir une formule de trigonométrieMontrer que l'égalité i-dessous est vraie pour tout réel x :¡sinxÅosx¢2 Æ 1Å2sinx osxL Exerie 10 Déterminer une oordonnée manquante � Utilisation des symétries1. Sahant que sin ¼12 Æ p6-p24 , démontrer que os ¼12 Æ p6Åp24 .2. En déduire que tan ¼12 Æ 2-p3.3. En déduire les sinus et osinus de a Æ 11¼12 et b Æ 23¼12L Exerie 11 Appliation d'une formule de trigonométrieDans et exerie, on admet que l'on a, pour tout réel x,sin2x Æ 2sinx osx.et l'on va utiliser ette formule pour déterminer quelques sinus et osinus « exotiques ».Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - 2nde12, 2008-2009



12 TRIGONOMÉTRIE1. On donne osx Æ p2Åp22 ave x 2 IÆ h0; ¼4 i .a) Caluler sinx.b) En déduire sin2x.) Déterminer un enadrement de 2x lorsque x est dans l'intervalle I.d) Déduire des questions préédentes que x Æ ¼8 .2. On donne osx Æ p6Åp24 ave x 2 IÆ h0; ¼4 i .a) Caluler sin2x en proédant omme préédemment.b) En déduire x.L Exerie 12 Établir une formule de trigonométrieMontrer que l'égalité i-dessous est vraie pour tout réel x :¡1Å sinxÅosx¢2 Æ 2(1Åosx)(1Å sinx).L Exerie 13 Transformations radian $ degré1. Convertir en radians les mesures suivantes données en degrés :10, 53, 180, 60, 18.2. Convertir en degrés les mesures suivantes données en radians :¼3 , 2¼3 , ¼4 , ¼2 , 3¼8 .L Exerie 14 Longueurs d'ars irulairesSur un erle de rayon 10m, aluler la longueur de haun des ars de erle intereptés par des angles au entre demesure :1. en radians : a) ¼2 b) ¼3 ) 2¼3 d) 3¼4 e) 0,2.2. en degrés : a) 90 b) 120 ) 80.L Exerie 15Traer un erle trigonométrique.1. En noir, plaer dessus à l'aide du ompas, les points orrespondant au angle de mesure ¼4, ¼6,¼3, ¼2 et ¼.2. En rouge, plaer les points de mesure 2¼3 , 7¼4 ,5¼6 .3. En vert, plaer les points de mesure -¼3 , 11¼4 , -13¼6 .Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - 2nde12, 2008-2009



III -. EXERCICES 13L Exerie 16On onsidère le erle trigonométrique i-dessous :
O ABCDF EGH I LKJ

1. Justi�er que la mesure d'un seteur est de ¼6 radian.2. Parmi les égalités suivantes, indiquer elles qui sont vraies et orriger lesautres.a) ³-!OC ,-!OB ´Æ -¼6b) ³-!OA,-!OD ´Æ -3¼2) ³-!OL ,-!OD ´Æ 4¼3d) ³-!OA,-!OH ´Æ 7¼6
e) ³-!OG,-!OK ´Æ -2¼3f) ³-!OB,-!OK ´Æ ¼2g) ³-!OA,-!OH ´Æ -5¼6L Exerie 17Soit C0 un erle de entre A et B un point de e erle.1. Construire les points C, D, E, et F du erleC0 tels que :³-!AB,-!AC ´Æ ¼3 ; ³-!AB ,-!AD ´Æ 3¼4 ; ³-!AB,-!AE ´Æ 7¼6 ; ³-!AB ,-!AF ´Æ -3¼42. Déterminer une mesure de haun des angles suivants :³-!AC ,-!AE ´ ; ³-!AD,-!AF ´ ; ³-!AE ,-!AB ´ ; ³-!AF ,-!AC ´ ; ³-!AF ,-!AE ´L Exerie 18ABCD est un arré. ABJ et CBK sont deux triangles équilatéraux tels que J est à l'intérieur du arré et K à l'extérieur.

A B
CD J K Donner une mesure en radian de haun des angles orientés suivants :1. ³-!AB ,-!AJ ´2. ³-!DC ,-!DA ´ 3. ³-!KB ,-!KC ´4. ³-!BC ,-!BJ ´ 5. ³-!JD ,-!JA ´

L Exerie 19Plusieurs mesures pour un même angle, mesure prinipale.1. Sur un erle trigonométrique, plaer les graduations multiples de ¼6 .2. Plaer le point M tel que l'angle ³-!OA,--!OM ´mesure 17¼6 rad.3. Quelle autre mesure, en radians, aurait-on pu donner pour et angle ?4. Donner enore quatre mesures différentes de et angle (toujours en radians) :� deux positives.� deux négatives.5. Combien existe-t-il de mesures différentes de et angle ?6. Parmi toutes les mesures possibles, donner elle qui orrespond à l'ar le plus ourt. Cette mesure est ditemesure prinipalede l'angle ³-!OA,--!OM ´.7. Donner les mesures prinipales de haun des angles suivants :23¼6 ; 23¼3 ; -23¼4 ; -23¼2 ; 15¼4 ; -79¼6 ; 33¼8 ; 17¼6Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - 2nde12, 2008-2009



14 TRIGONOMÉTRIEL Exerie 20Représenter graphiquement, sur l'intervalle [-¼;3¼℄, les fontions f et g dé�nies par :f (x)Æ ¯̄os(x)¯̄ ; g (x)Æ sin(x)Å ¯̄sin(x)¯̄L Exerie 21Cosinus et sinus des angles assoiés.1. a) Plaer sur un erle trigonométrique les points de mesures 5¼3 ; 2¼3 et 4¼3 .b) En déduire les valeurs exates de os( 5¼3 ), os( 2¼3 ), os( 4¼3 ), sin( 5¼3 ), sin( 2¼3 ) et sin( 4¼3 ).2. a) Plaer sur un erle trigonométrique les points de mesures 5¼6 ; -¼6 et 7¼6 .b) En déduire les valeurs exates de os( 5¼6 ), os(-¼6 ), os( 7¼6 ), sin( 5¼6 ), sin(-¼6 ) et sin( 7¼6 ).3. a) Plaer sur un erle trigonométrique les points de mesures 3¼4 ; 5¼4 et 7¼4 .b) En déduire les valeurs exates de os( 3¼4 ), os( 5¼4 ), os( 7¼4 ), sin( 3¼4 ), sin( 5¼4 ), sin( 7¼4 ), tan( 3¼4 ), tan( 5¼4 ) et tan( 7¼4 ).L Exerie 22Simpli�er le plus possible :1. AÆ os(-¼)Åos(-3¼4 )Åos(-¼2 )Åos(-¼4 )2. BÆ os(0)Åos(¼4 )Åos(¼2 )Åos(3¼4 )Åos(¼)3. CÆ sin(¼6 )Å sin(¼3 )Å sin(¼2 )Å sin(¼3 )Å sin(5¼6 )Å sin(¼)L Exerie 23On onsidère l'équation os(x)Æ 121. a) Dans un repère orthonormée, traer un erle trigonométrique et la droite d'équation x Æ 12 .b) En déduire les solutions de l'équation os(x)Æ 12 .2. En s'inspirant de la démarhe effetuée à la question préédente, résoudre, à l'aide d'un erle trigonométrique haunedes équations suivantes :a) os(x)Æ -p32b) sin(x)Æ 12 ) sin(x)Æ p22d) os(x)Æ -p22L Exerie 24Résoudre haune des inéquations suivantes en utilisant un erle trigonométrique :1. sin(x)¸ 0 pour x 2 [-2¼;¼℄2. os(x)· 0 pour x 2 [¼;2¼℄ 3. sin(x)Ç 0 pour x 2 [-¼;0℄4. sin(x)È 0 pour x 2 [0;3¼℄L Exerie 25On onsidère les intervalles : I1 Æ℄-¼;-¼2 [ ; I2 Æ℄- ¼2 ;0[ ; I3 Æ℄0; ¼2 [ ; I4 Æ℄¼2 ;¼[1. Sur un erle trigonométrique, représenter par un ar de erle haun des intervalles dé�nis i-dessus.2. Assoier à haun des systèmes i-dessous un ar puis un intervalle.x18<: os(x) È 0sin(x) Ç 0 x28<: os(x) È 0sin(x) È 0 x38<: os(x) Ç 0sin(x) È 0 x48<: os(x) Ç 0sin(x) Ç 0Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - 2nde12, 2008-2009



IV -. MODULE : LES RADIANS 15IV - Module : Les radiansL Exerie 26Un vélodrome est une piste irulaire pour les oureurs ylistes. On y irule en partant de A et dans le sens indiqué par la�èhe. On hoisit omme unité de longueur le rayon de la piste don le rayon vaut r Æ 1.
O A× ×

1. Roger a parouru la moitié de la piste ; il est arrivé en C :a) Plaer C.b) Quelle est la valeur exate de la longueur de l'ar AC ?) A quelle mesure d'angle (en degrés) orrespond e parours ?2. Roger a parouru les 34 de la piste. Il est arrivé en D.a) Plaer D.b) Quelle est la valeur exate de la longueur de l'ar AD orrespondant à e parours ?) A quelle mesure d'angle (en degrés) orrespond e parours ?3. Roger a parouru un ar de longueur ¼2 .a) Plaer son point d'arrivée B.b) A quelle mesure d'angle orrespond e parours ?L Exerie 27 Graduations prinipalesLe but de et exerie est de plaer les mesures prinipales onnues en radian. On plaera les points sur un erle identique aupréédent.1. a) Comment trae-t-on au ompas la moitié d'un angle ?b) En remarquant que ¼4 est la moitié de . . . . . ., plaer sur le erle le point M4 de graduation ¼4 .2. a) ¼3 Æ 2¼... don pour plaer ¼3 , il suf�t de partager le erle en . . . parties égales.b) Plaer sur le erle le point M3 de graduation ¼3 .3. En remarquant que ¼6 est la moitié de . . . . . ., plaer sur le erle le point M6 de graduation ¼6 .4. En remarquant que 3¼4 Æ 3£ ¼4 , plaer la graduation 3¼4 .5. Plaer de même les graduations 5¼3 , 7¼6 . Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - 2nde12, 2008-2009



16 TRIGONOMÉTRIEL Exerie 28 Angles orientés1. Sur le erle préédent, on a plaé un point M3 véri�antàOAM3 Æ ¼3 rad.Sur e même erle, plaer un point M 03 , distint de M3 tel queàOAM 03 Æ ¼3 rad.Dé�nition 7 : Sens diret-Positif-TrigonométriqueOn appelle sens positif ou sens diret ou sens trigonométrique, le sens inverse des aiguilles d'unemontre (sens giratoire).Dé�nition 8 : angle orientésPour distinguer les deux points M3 et M 03 orrespondants à un même angle géométrique, on utilisera les notationssuivantes :� ³-!OA,--!OM3 ´ au lieu deàOAM3 et puisque pour passer de -!OA à --!OM3 , on a un angle de ¼3 en tournant dans le senstrigonométrique, on érira ³-!OA,--!OM3 ´ÆÅ¼3 rad,� ³-!OA,--!OM 03 ´ au lieu deàOAM 03 et puisque pour passer de -!OA à --!OM 03 , on a un angle de -¼3 en tournant dans le senstrigonométrique, on érira ³-!OA,--!OM 03 ´Æ-¼3 rad,Les angles ³-!OA,--!OM3 ´ et ³-!OA,--!OM 03 ´ sont appelés angles orientés.2. Plaer sur le erle préédent les points E, F, G et H tels que :a) ³-!OA,-!OE ´Æ -¼4b) ³-!OA,-!OF ´Æ -¼6 ) ³-!OA,-!OG ´Æ -5¼6d) ³-!OA,-!OH ´Æ -7¼3MeriJe remerie Denis LE FUR, Aymar de SAINT SEINE et Philippe IVALDI

Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - 2nde12, 2008-2009

http://mathsp.tuxfamily.org/
http://lyceeenligne.free.fr/spip/spip.php?auteur4
http://piprim.tuxfamily.org/index.html

	Promenons-nous sur le cercle
	Enroulons la droite des réels
	Cercle trigonométrique
	La galette des Rois
	Le radian

	Sinus et cosinus
	Définitions
	Fonctions sinus et cosinus
	Parité
	Périodicité
	Variations

	Exercices
	Module : Les radians

